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1. AULA DE TERCA-FEIRA, 7 DE AGOSTO

Um problema de otimizag¢do é um par ordenado (X, f) em que X é um conjunto, chamado conjunto vidvel
ou regigo vidvel, e f: X — R é uma funcdo, chamada func¢do objetivo. Mais comumente, nos referimos ao
problema de otimizagéo (X, f) como o problema:

Minimizar f(z)
. PT
sujeitoa z € X. (OPT)

A otimizacdo combinatéria trata de problemas no formato (OPT) em que X é finito. Geralmente o
conjunto X envolve objetos em grafos e é dado implicitamente, isto é, descrito por um objeto muito menor,
de “tamanho” n, sendo que o tamanho de X é pelo menos exponencial de n. A qualidade dos algoritmos que
vamos construir serd expressa em funcao de n. A “estrutura combinatéria” do problema muitas vezes nos
permite resolver problema sem examinar cada elemento de X.

Cada elemento = de X é uma solugio vidvel de (OPT) e f(x) é o valor objetivo de x. O problema (OPT)
é vidvel se X # & e invidvel caso contrario. O wvalor dtimo de (OPT) é inf,cx f(z) € [—00,4+0o0]. Note
que o valor 6timo de um problema é +oo se, e somente se, o problema é inviavel. Se o valor 6timo é —oo,
o problema é ilimitado. Uma solugcdo dtima é uma solugao viavel cujo valor objetivo é o valor 6timo do
problema; equivalentemente, £ € X é solugio 6tima se, e somente se, para todo z € X, vale que f(z) < f(x).

Um grafo é uma tripla ordenada G = (V, E,¢), em que V(G) := V é um conjunto finito de vértices,
E(G) := E é um conjunto finito de arestas e ¢ := E — (‘1/) U (‘2/) é uma funcao de incidéncia, sendo (Z) a
colecao de k-subconjuntos de V.
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MARCEL K. DE CARLI SILVA TRANSCRITO PELOS ALUNOS: BRENO HELFSTEIN MOURA PEDRO SOLA GUSTAVO MENDES DOUGLAS DE A

2. AULA DE QUINTA-FEIRA, 9 DE AGOSTO

Seja G = (V, E, ¢) um grafo. Os elementos de ¢(e) sdo as pontas de e € E. A aresta e € E é um lago se
|o(e)] = 1. Muitas vezes abreviamos uv := {u,v}. Se arestas distintas e, f € F néo sdo lagos e p(e) = ¢(f),
entdo e e f sdo arestas paralelas. Se G nao tem lagos e nem arestas paralelas, entao G é simples. Se G é
simples e se ¢ é a funcdo identidade, costumamos omitir ¢ e dizemos que G é o par ordenado (V, E), com
EC (‘2/) Abreviamos n := |[V| e m = |E]|.

Um digrafo é uma tripla ordenada D = (V, A, @), em que V é um conjunto finito de vértices, A é um
conjunto finito de arcos e p: A — V x V é uma funcao de incidéncia. Se u e v sdo elementos de V', abreviamos
wv = (u,v) e se p(a) = p(b) = (u,v) e u # v, dizemos que a e b sdo arcos paralelos.

Exercicio 2.1. Transplante a terminologia vista acima para grafos de forma andloga para digrafos.

Um passeio num digrafo D = (V, A, ) é uma sequéncia W = (vg, a1, v1, . .., ak, v;) formada alternadamente
por vértices e arcos de D tais que k > 0 e, para todo i € [k] = {1,...,k}, vale que p(a;) = (vi—1,v;).
Denotamos V(W) = {v;}r_, e A(W) = {a;}_, e dizemos que W tem comprimento k. Se vy = vy, 0 passeio
é fechado. Se W é fechado e |V(W)| = k, dizemos que W é um circuito. Se |V (W)| =k + 1, dizemos que W
é um caminho. Dizemos que o passeio W wvai de vy para vy.

Exercicio 2.2. Novamente, faca as defini¢goes andlogas para grafos.

Um circuito num grafo G = (V, E) é hamiltoniano se tem comprimento |V|. O grafo completo sobre um

conjunto finito V é K, = (V, (‘2/))

Problema (Problema do Caixeiro Viajante). Dado um conjunto finito V e w: F(K,) — R, encontre uma
solugdo 6tima de
Minimizar Z w(e)
e€E(C) (TSP)
sujeito a C é circuito hamiltoniano em K.

Um grafo H = (W, F, ) é um subgrafo de um grafo G = (V,E,p)se W CV, F C Ee ¢ = ¢|p.

Se F={ec E: ple) CW} = E[W] dizemos que H é o subgrafo de G induzido por W, denotado por
G[W].

Logo, G[S] = (S, E[S], @fE[s]) para todo S C V. Se W =V, entao H é subgrafo gerador de G.

Exercicio 2.3. Faca as defini¢oes anadlogas para digrafos.

Seja G = (V, E,¢) um grafo. A relagio «~q sobre V definida como
u e~ v se existe um passeio de u para v em G (2.1)
é uma relagdo de equivaléncia. As classes de equivaléncia de «wg sdo os componentes (conexos) de G.
O grafo G é conexo se G tem menos que dois componentes. O grafo G é aciclico se G nao tem circuitos

(ou G é uma floresta). Uma drvore é uma floresta conexa. Uma drvore geradora de G é um subgrafo gerador
de G que é uma &arvore.

Problema (Problema da Arvore Geradora de Custo Minimo). Dados um grafo conexo G' = (V, E, ¢) e uma
fungdo “custo” nas arestas ¢: E — R, encontre uma solugdo 6tima para

Minimizar Z cle) = ¢(F)
ecl (MST)
sujeitoa F C Ee (V,F,¢[p) é arvore geradora de G.
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Seja D = (V, A, ¢) um digrafo e W = (vg,a1,v1,...,a, vg) um passeio em D. Seja £: A — R uma funcio
“custo”. O custo de W é L(W) == Zle £(a;). Um circuito C em D é (¢-)negativo se £(C) < 0.
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3. AULA DE TERCA-FEIRA, 14 DE AGOSTO

Resolver um problema de otimizagao significa:

(i) determinar se ele é invidvel, ou
(ii) determinar se ele é ilimitado, ou
(iii) determinar o valor 6timo e achar uma solugao étima, se existir.

Problema (Problema do Caminho Minimo). Dado um digrafo D = (V| A, ¢), vértices r,s € Ve £: A — R,
resolva o problema de otimizagao:
Minimizar ¢(P)

sujeito a P é um caminho de r a s em D. (SPP)

(SPP) é NP-dificil. Denote distp ¢(r, s) o valor étimo de (SPP).
Problema (Problema do Passeio Minimo). Dados um digrafo D = (V, A, ), vértices r,s € Ve l: A > R,

resolva o problema de otimizagao:
Minimizar ¢(WW)
sujeito a W é um passeio de r a s em D.

(SWP)

Definicao. Sejam (X, f) e (Y, g) problemas de otimiza¢do. Um homomorfismo de (X, f) a (Y, g) é uma
fungao ¢: X — Y tal que g(¢(z)) < f(x) para todo x € X. Se existe um homomorfismo de (X, f) a (Y, g),
escrevemos (X, f) — (Y, g). Os problemas (X, f) e (Y, g) sdo equivalentes se (X, f) — (Y,g) e (Y,g9) = (X, f).

Exercicio 3.1. Prove que, se dois problemas de otimizac¢ao sdo equivalentes, entdo ambos tém um desses

possiveis resultados: (i) invidvel, (ii) ilimitado, (iii) valor étimo finito com solucdo 6tima ou (iv) valor 6timo
finito sem solucgao Otima.

Vamos definir agora a relagdo binéaria ~»p em V por
r ~p S se existe um passeio de r para s em D.

Exercicio 3.2. Prove que tanto o problema (SPP) quanto (SWP) sdo ambos equivalentes ao problema
aplicado no subdigrafo induzido D[V,s] em que Vs :={v €V :r~pvewv~p s}
Exercicio 3.2 mostra que pouca generalidade é perdida tanto em (SPP) quanto em (SWP) se assumimos
que,
para cada v € V, temos r ~»p v ~p s. (R)
Também é 6bvio como reduzir qualquer instancia de ambos os problemas para uma em que o digrafo seja

simples.

Exercicio 3.3. Sejam D = (V, A) um digrafo, r,s € V e £: A — R. Prove que, se uma determinada solugao
6tima W* de (SWP) é um caminho, entdo W* é uma solugdo étima para (SPP).

Exercicio 3.4. Sejam D = (V, A) um digrafo, r,s € Ve £: A — R. Se (vg,as,v1,...,ar,vg) é uma solugao
6tima para (SWP) e v; = v; para i,j € {0,...,k} tais que ¢ < j, entdo C = (v, @j41,Vit1,-..,a;,v;) tem
custo £(C) = 0.

Proposigdo 3.5. Sejam D = (V, A) um digrafo, r,s € V e £: A — R. Entdo qualquer solugdo 6tima
de (SWP) de comprimento minimo é um caminho e, logo, uma solugéo étima para (SPP).

Demonstragao. Seja W = (vg, a1, v1, ..., a, vg) uma solugdo 6tima para (SWP) com nidmero de arcos minimo.
Se existem 4,7 € {0,...,k} tais que v; = v; e i < j, entdo W' := (v, a1,v1,...,04, i, Qj11,Vj41, .., Ak, Uk)
¢ um passeio de r para s com {(W') = ¢{(W) — £(C) em que C = (v;,aj41,Vit1,---,aj,0j). Logo, pelo
Exercicio 3.4, segue que £(W') = ¢(W). Logo, W’ também é uma solu¢io étima e tem menos arcos. Isso
contradiz a escolha de W. Portanto, W é um caminho e o resultado sai diretamente do Exercicio 3.3. ([l

Seja D = (V, A, ) um digrafo. Defina:
§(S)={acA:p(a)=uv,ue S, v¢gS} VS CV,
d(S) =d0p(V\S) VS CV.
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Teorema 3.6. Sejam D = (V, A) um digrafo e r,s € V. Entao r p s <= existe R CV tal que r € R,
s¢Redp"(R)=0.

Demonstragio. (<) Trivial.

(=) Defina R :={veV:r~puv}. Notequer € Res ¢ R. Se 63" (R) # &, entdo existe e € Iy (R).
Assim, existe u € R tal que ¢(e) = uv. Dessa forma, se W = (r,a1,v1,...,ax,u) é um caminho de r a u,
entdo (r,ay,v1,...,ak, u,e,v) é um caminho de r a v. Contradi¢do. (|

Teorema 3.7. Sejam D = (V, A) um digrafo, r,s € V e £: A — R. Suponha que (R) vale. Entdo (SWP) é
ilimitado se e somente se D tem um circuito negativo.

[git] e (None) e (None) e (None)
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4. AULA DE QUINTA-FEIRA, 16 DE AGOSTO
Teorema 4.1. Sejam D = (V, A) um digrafo, r,s € V e £: A — R. Suponha que vale (R). Entéo
(SWP) é ilimitado <= D tem um circuito negativo. (4.1)

FEsbogo de prova. (<) Seja C um circuito negativo em D. Seja v € V(C). Por (R), existem passeios Wi de
r até v e Wy de v até s. Se “concatenarmos” Wi com k € N “copias” de C, seguidas de W5, obtemos um
passeio de v a s com custo {(W7) + kl(C) + ¢(W3) — —o0o (se k — o0). (Ex: faga a prova acima usando s6
uma cépia de C).

(=) Suponha que D nao tem circuito negativo. Se W é um passeio de r a s em D, existe um caminho P
de r a s em D com £(P) < {(W) [remova circuitos do passeio até que ndo sobre nenhum]. Logo, existe um
homomorfismo de (SWP) para (SPP), que é limitado. O

Exercicio 4.2. Sejam D = (V, A) um digrafo, r,s € V e £: A — R. Suponha que vale (R). Prove que, se o
valor 6timo de (SWP) é finito, entdo existe uma solugdo 6tima.

Sejam D = (V, A) um digrafo, r € V e £: A — R. Para cada ¢t € N, defina y;: V' — RU {c0} como

0 sev=r, 4.2
yo(v) = 400 caso contrério, )

Ye1(v) == min({y:(v)} U {ye(u) + L(wv) : uwv € A}) Vit € N. (4.3)

Para cadat € Newv € V, sejam
(ry sev=r,
Wo(v) = (4.4)

1 caso contrario,

e

(204 -+ Gk, 2k, w0, V) se Ye(u) + L(uv) = Y1 (v) < ye(v) e We(u) = (2o, ..., ax, 2k), Ve N
v) =yt .

Wi (v) = {Wt(v) se Y1 ( (v)
(4.5)

Note que y; estd definido inambiguamente para todo ¢t € N, enquanto os passeios W;(v) ndo sdo definidos de
forma tunica. Uma possibilidade para que esses passeios estejam unicamente definidos é criar uma ordem
total arbitrdria < sobre V' e, em caso de varios arcos wv tais que ys11(v) = y¢(u) + £(uv), podemos sempre
escolher o elemento v minimo na ordem <.

Exercicio 4.3. Sejam D = (V, A) um digrafo, r € V e £: A — R. Prove que, para cada t € Ne cada s € V,
o valor 6timo do problema de otimizacao
Minimizar ¢(P)
sujeito a P é um passeio de r a s em D de comprimento < ¢

(SWPy)

é y¢(s) e Wi(s) é uma solugao 6tima se y:(s) < oo.

E f4cil verificar que y: pode ser computada em tempo polinomial em n = |V| e t. Um jeito esperto de fazer
isso computacionalmente usa programacao dinidmica e nao é dificil recuperar os passeios 6timos das relacoes
de recorréncia em (4.2) e (4.3). Suponha que vale (R). Pelo Theorem 4.1, Exercicio 4.2 e Proposition 3.5,
se D nao tem circuitos negativos, entao y,_1 = dist(g ¢)(7,-). Como podemos detectar/certificar se D tem
circuitos negativos e certificar que os passeios que encontramos sao 6timos?

Sejam D = (V, A) um digrafo e £: A — R. Temporariamente, vamos chamar de potencial qualquer fungao
y: V= RU{oo}. Um potencial é vidvel (com relagio a €) se

y(v) < y(u) + £(uv) Yuv € A.

Se y é um potencial vidvel, r,s € V e y(r) < oo, entdo r ~p s = y,; < 00. Logo pouca generalidade é
perdida quando assumimos que um potencial vidvel é finito sempre.

Teorema 4.4. Seja D = (V, A) um digrafo, r,s € Ve l: A— R. Se y: V — R é um potencial vidvel, entao
para qualquer passeio W de r a s em D, vale

W) = y(s) —y(r) (4.6)

[git] e (None) e (None) e (None)
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Demonstragio. Seja W = (vg,aq,v1,...,ak,vx) um passeio de r = vy a s = v, em D. Entdo
k k k
(W) =" lai) = Lvicav) > > [y(0:) — y(vie1)] = y(vr) — y(ve) = y(s) — y(r)
i=1 i=1 i=1
pela soma telescépica. O

Corolario 4.5. Seja D = (V, A) um digrafo e seja £: A — R. Se existe um potencial vidvel y: V' — R entao
D nao possui circuitos negativos.

Demonstragio. Seja C um circuito em D de r a s = r. Entdo £(C) > y(s) — y(r) = 0 pelo Theorem 4.4. O

Corolario 4.6. Seja D = (V, A) um digrafo com n vértices, r € V, e £: A — R. Suponha que, para cada
v €V, temos r ~p v. Se D nao possui circuitos negativos, entao y,_1 = dist(g ¢)(r,-) é um potencial vidvel.

Demonstracao. Isto é um resumo do que foi discutido acima. Escreva a prova completa como exercicio. [

A respeito das fungoes y; definidas em (4.2) e (4.3), é facil de verificar que y; = Y11 <= 3 é um
potencial viavel. Logo, para detectar se D possui um circuito negativo, é suficiente verificar se y,_1 = yn,
pelo Corollary 4.6. Para de fato encontrar um circuito negativo, suponha que y,, # y,_1. Ja que ¥, < yn_1,
existe v € V tal que y,(v) < yn—1(v). Pelo Exercicio 4.2, existe um passeio W de r a v em D de comprimento
exatamente n e custo £(W) < dist(g,¢ (r,v). Portanto, W deve “conter” um circuito negativo.

[git] e (None) e (None) e (None)
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5. AULA DE TERCA-FEIRA, 21 DE AGOSTO

Teorema 5.1 (O algoritmo de Bellman-Ford). Sejam D = (V, A) um digrafo, r,s € V e £: A — R. Defina
y: para cada t € N como em (4.2) e (4.3) e defina Wy (v) para cada t € Ne v € V como em (4.4) e (4.5).
Defina R:=={veV:r~puv}eS:={veV:v~ps} Defina y* :=y,_1[png, onde n = |V|. Entdo vale
precisamente uma das afirmacoes abaixo:

(i) O problema (SWP) é invidvel e R={v € V : ¢y} < oo} satisfaz r € R, s ¢ Re §°(R) = @.

(ii) O problema (SWP) é ilimitado e existe v € RN S tal que o passeio W,,(v) = (vo, a1,v1,...,an,vy,) tem
comprimento n e, para quaisquer ¢,j € {0,...,n} com ¢ < j e v; = vj, o passeio W;; = (v;,...,v;)
satisfaz £(W;;) < 0.

(iii) O problema (SWP) tem valor 6timo y* — y¥, o caminho P* := W,,_1(s) é uma solugdo étima para
(SWP) e (SPP), e y*: RNS — R é um potencial vidvel em D[RN S]. Se W é passeio de r a s em D,
entdo W estd em D[R N S] e, portanto, {(W) > y* — y* = £(P*).

Demonstracao. Novamente este é um resumo do que foi discutido acima. Escreva a prova completa como
exercicio. (]

Exercicio 5.2 (O algoritmo de Dijkstra). Sejam D = (V, A) um digrafo, r € V e £: A — R,. Suponha que,
para todo v € V, vale que r ~»p v. Defina yo: V — R U {oc0} como em (4.2) e Vy := @. Para cada ¢t € N,
defina
Ui == argmin{ y:(v) : v € V\ V; },
Vigr =V UUy,

i (v) se v € Viqr,
Yir1(v) =

Yv e V.
min ({y;(v)} U {y(u) + l(w) : wv € A, uw € Up}) caso contrério, !

Prove que, para cada ¢ € N, o potencial y[y, o é vidvel no digrafo D[V;y1].

Seja G = (V, E, ) um grafo. Para cada M C F, denote Vys = (J,c,, ©(e). Dizemos que M C E é um
emparelhamento se |Vay| = 2|M|. Note que M é um emparelhamento se, e somente se, M néo possui lagos e,
para quaisquer e, f € M distintos, vale que ¢(e) N p(f) = &. Neste caso, os vértices de Vs sdo saturados ou
cobertos por M. O emparelhamento M é perfeito se Vi = V.

Problema (Problema do Emparelhamento de Peso Méximo). Dado um grafo G = (V,E,p) e w: E - R,
resolva o problema de otimizagao

Maximizar w(M)

sujeito a M é um emparelhamento em G. (5-1)

O valor 6timo de (5.1) é denotado por v, (G).

Problema (Problema do Emparelhamento Perfeito de Peso Minimo). Dado um grafo G = (V, E,¢) e
w: F — R, resolva o problema de otimizagao
Minimizar w(M)

sujeito a M é um emparelhamento perfeito em G. (5-2)

[git] e (None) e (None) e (None)
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6. AULA DE QUINTA-FEIRA, 23 DE AGOSTO

Inicialmente, vamos tratar do caso em que w = 1. Nesse caso (de cardinalidade), esses problemas se
traduzem a: encontrar um emparelhamento maximo e decidir se o grafo tem algum emparelhamento perfeito.
Abrevie v := vy. Um emparelhamento M em G é mdzimo se | M| = v(G).

Seja G = (V, E, ¢) um grafo, M C E um emparelhamento e P = (vg, 1, v1,. .., €k, V) um caminho em G.
O caminho P é M-alternante se, para todo i € [k — 1], vale que

e, EM <— e;41 € M.
Se P é M-alternante, entdo V(P) \ {vo, vx} C Var; se vo, v, & Var, dizemos que P é M -aumentador.
Exercicio 6.1. Seja G = (V, E, ») um grafo, M C E um emparelhamento, P = {(vg,eq,v1,..., €k, V) um
caminho M-alternante de r a s em (G. Suponha que
v €EVy — et €EMev, €Vyy — e, € M.
Prove que N := M A E(P) é um emparelhamento e que Vy = Viy A {r,s}. Em particular, se P é

M-aumentador, entdo M nao é maximo.

Seja G = (V, E, ) um grafo sem lagos. Defina
5c(S)={e€E:ple)NS#a, ple)NS # o} VSCV

o corte de G com margem S, em que S :=V \ S. Note que, para todo S C V, vale 6¢(S) = dg(9).
Abrevie

do(v) =dc({v})  VeeV,
degy(v) = |0 (v)] Yv e V.

Denote A(G) = max,cy degq(v).
Seja G = (V,E, ) um grafo. Dizemos que G é um caminho se existe um caminho P em G tal que
G = (V(P),E(P),¢lgp))- Dizemos que G é um circuito se existe um circuito C' em G tal que G =

(V(C), E(C), ¢l pc))-

Exercicio 6.2. Mostre que se G é um grafo com pelo menos um vértice e A(G) < 2, entdo para cada
componente K de G, vale que G[K] é um caminho ou um circuito.

Teorema 6.3 (Teorema de Berge). Sejam G = (V, E, ) um grafo e M C F um emparelhamento. Entdo M
é maximo <= ndo existe caminho M-aumentador em G.

Demonstragio. (=) Segue imediatamente do Exercicio 6.1.

[conversa de («<)] Seja N um emparelhamento tal que |N| > |M]|. Se K é um componente de H =
(V,M A N,plyan), entdo H[K] é caminho ou circuito, pelo Exercicio 6.2. Se H[K] é circuito, entéo
|M N E[K]| =|NNE[K]|. Como |M| < |N|, hd pelo menos um componente K de H em que H[K] é um
caminho tal que N’ := N N E[K] tem mais arestas que M’ := M N E[K]|. Seja P = (vg,e1,v1,..., €k, Uk)
um caminho em H[K] tal que V(P) = K. Entdo P é M-alternante e vg, vy & Var; caso contrario teriamos
|M’'| > |N’|. Logo, P é M-aumentador. O

Note que o Theorem 6.3 néo fornece um certificado de que M é maximo.
Seja D = (V, A, ¢) um digrafo. O grafo subjacente a D é o grafo (V, A, ), em que

la) = {Uv se p(a) = vv,

uv  se p(a) = uv.

Um digrafo D é uma orientagdo de um grafo G se G é o grafo subjacente a D.

Seja G = (V, E, ) um grafo. Dizemos que S C V é estdvel se G[S] ndo tem arestas. Se U, W C V sdo
disjuntos e estdveis em G, e vale que U UW =V, dizemos que G é (U, W)-bipartido.

Seja G = (V, E, ) um grafo (U, W)-bipartido. Seja M C E um emparelhamento e tome M = E\ M.
Defina a orientagdo Dy := (V, E,¢p) de G, em que

1/JM(€) =

uw see€Meyp(e)=uwcomuecUeweW,
= Ve € E. (6.1)

wu see€Meyple)=uwcomueclUeweW,
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Exercicio 6.4. Seja G = (V, E, ¢) um grafo (U, W)-bipartido. Seja M C F um emparelhamento. Seja P
um caminho em G com inicio em u € U. Prove que P é M-aumentador <= P é um caminho em Dj; que
vai de um vértice de U \ Vs a um vértice de W \ Vyy.

7. AULA DE TERGA-FEIRA, 28 DE AGOSTO

Seja G = (V, E, ¢) um grafo. Dizemos que K C V é uma cobertura por vértices se G — K := G[V \ K] nao
tem arestas.

Proposigao 7.1. Sejam G = (V, E, p) um grafo, M C E um emparelhamento ¢ K C V uma cobertura por
vértices. Entao |M| < |K]|.

Demonstragao. Defina uma funcao f,,: M — K da seguinte forma. Para cada e € M, se p(e) = uv, entao
u € K ouw € K. Caso contrério, e € E(G — K) = @. Escolha f,,(e) como u ou v de modo que f,(e) € K.
Como {y(e) : e € M} é 2-a-2 disjunto, fy,, é injetora. O

Teorema 7.2. Sejam G = (V, E, ) um grafo (U, W)-bipartido e M C E um emparelhamento. Seja D :=
Dy = (V, E,¢) aorientacdo de G definida em (6.1). Defina R := {v € V : existe u € U \ Vi tal que u ~p v}.
Entéo vale exatamente uma das afirmagoes abaixo:
(i) RN(W\ V) # @ e, para qualquer w € RN (W \ V,;,) e qualquer caminho P em D que vai de algum
vértice u de U \ V,,, até w, P é M-aumentador.
(i) RN(W\Vy) =0 e K :=(U\R)U(WnNR) éuma cobertura por vértices com | K| < |M|.

Demonstragio. Se RN(W\ V) # &, o restante de (i) segue do Exercicio 6.4. Suponha que RN(W\Vy,) = @.
Vamos provar que

K = (U\R)U (W NR) é uma cobertura por vértices. (7.1)
Suponha que G — K tem alguma aresta e com pontas u € U e w € W. Entdfou e UNRew € W\ R.
Claramente §°"*(R) = & e entdo ¢ (e) = wu. Como u € R, existe um caminho P = (vg, a1, v1,...,ak, Vk) em

D comvg € U\ Vi, k> 1 e vy =u. Mas 6™(u) = {e}, e portanto v;_1 = w e entdo w € R, uma contradigdo.
Isso conclui a prova de (7.1).

Para provar que |K| < |M]|, vamos construir uma injecao 7: K — M. Seja u € U\ R. Como U \ V)y C R,
temos u € Vs e portanto existem e € M e w € W tais que p(e) = uw. Tome 7(u) = e. Note que w € W\ R,
pois caso contrdrio w € W N R e portanto e € §°**(R) = &. Logo,

Vv e U\ R, p(m(v)) CV\R. (7.2)

Seja w € WNR. Como RN (W \ Vi) = @, temos w € V. Portanto existem e € M e u € U tais que
p(e) = vw. Tome 7(w) :=e. Note que v € U N R, pois ¢(e) = wu e w € R. Logo,

Vv e WNR, p(m(v)) C R. (7.3)

Como G ¢ bipartido, ¢ evidente que 7[i\ g e 7[yng 80 injetoras. Combinando esta afirmagdo com (7.2) e
(7.3), segue que 7 ¢ injetora. O

Corolario 7.3 (Teorema de emparelhamento de Kénig). Seja G um grafo (U, W)-bipartido. Entao

max{ |M|: M C F um emparelhamento em G} = min{ |K|: K CV é cobertura por vértices em G}.
(7.4)

Demonstracao. Imediata da Proposition 7.1 e Theorem 7.2 (Il
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8. AULA DE QUINTA FEIRA, 30 DE AGOSTO

Seja S um conjunto finito. A base canénica do espaco vetorial R¥ ¢é {e; : i € S}, em que e;(j) = [i = j]
para todos 7,5 € S.
O wvetor de incidéncia de U C S é 1y = Zei € R®. Denote 1 := 1s.
iU
Seja G = (V, E, ) um grafo. Entdo M C E é emparelhamento se e s6 se Z := 1, é vidvel em

Maximizar 1Tz
sujeito a  z(d(v)) <1 YveV (P)
z € RY

Nesse caso, o valor objetivo de z é 172 = |M]|.

Para z,y € RS, escrevemos x > y se, para todo i € S, vale que x; > y;. Entdo > é uma ordem parcial.
Definimos < analogamente. Se > y e z > 0, entdo ' z > ' 2. Podemos notar facilmente que para a,b € RS,
sea>0eb>0,entdo a’b > 0.

A matriz de incidéncia de um grafo G = (V, E, ¢) sem lacos é a matriz B¢ € RV*¥ definida como:

Bg(v,e) = [v € g(e)] V(v,e) e V x E. (8.1)

Utilizando a matriz de incidéncia, o problema de otimizacao (P) fica igual a

Maximizar 1Tz

sujeitoa Bgr <1 (8.2)
z e RF
Seu dual é
Minimizar 1Ty
sujeitoa y >0 (8.3)
Bgy >1

que ¢é igual a
Minimizar 1Ty
sujeito a  y € RY D)
T
]l@(e)y >1 Vee &
Yu + Yo > 1 Yuv € B

Para K CV, o vetor y := 1k é vidvel em (D) se e s6 se K é cobertura por vértices em G. Nesse caso, o
valor objetivo de § é 17 = |K|.

O teorema de emparelhamento de Kénig mostra que se G ¢é bipartido, M C E é um emparelhamento
méaximo e K C V é uma cobertura por vértices de tamanho minimo, entdo 1, e 1 sdo solugdes 6timas de
(P) e (D), respectivamente. Em particular, (P) e (D) possuem solugbes étimas integrais (um vetor é dito
integral se e s6 se todas as suas coordenadas sao inteiros).

Paradigma fundamental da otimizacao combinatéria

Dado um problema P de otimizagio combinatéria, formule um programa linear Max{ c'z : Az < b, > 0}
tal que as solugdes vidveis de P “correspondam” a algumas solugdes vidveis do programa linear (por exemplo,
via vetores de incidéncia). Depois monte o dual do programa linear e investigue sua relagao com P (por
exemplo, via solugbes integrais).

Exemplo:

Max{c'2: Az <b, z € Z¥} < Max{c'z: Av <b, z € R}
< Min{b'y: ATy>c,yeRY} <Min{bTy: ATy >c, y e ZY}
Estude condiges que sdo necessédrias/suficientes para que algumas/todas as desigualdades acima valham com
igual.
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9. AuLA DE TERCA FEIRA, 11 DE SETEMBRO

Revisao de programacao linear.
Um programa linear (PL) é uma 6-upla (4,b, ¢, {U;},{V;},a) onde {U;}icqo,+1} € {V;}jef0,41} sdo familias

de conjuntos finitos e 2-a-2 disjuntos, a € {£1} e, para U = U;jeco,+13Us € V = Ujco,+1} Vj, temos A € RUXV,
beRY e ceRY identificado com o seguinte problema de otimizagdo (se o = —1)
Minimizar c'z
sujeito a  (Ax) lv, = bluy,
(Az)ly, = bly,
(Az)ly_ < by
ely, € R
zly, € RV
zly, € —RY

e analogamente para a = +1 com Maximizar no lugar de Minimizar e > e < trocados. Se escrevermos a
decomposicao em blocos,

Ay Ao Aqo by Ty
A= | Aor A Ao |, b=]|by |, = [ CI_ cg cf ] ex=| a9 |,VzeRY (9.1)
AL Ag A__ b_ x_

o problema pode ser escrito como

Minimizar ¢'z

sujeito a A++.’,E+ —+ A—‘,—OIO —+ A+_$_ Z b+
A0+(£+ + AO(){EO + Aof.’[, = bo (P)
Aoy +A g+ A__z_ <b_
Ty € RK+,J,‘0 eR% z_ € —RK’

O dual de um PL (A,b,c,U,V,a) é o PL (AT ¢,b,V,U, —a). Logo, o dual de (P) é
Maximizar b'y

sujeito a A¥+y+ + ATg+y0 + /_1rz+y_ <ecy
ALoy+ + Agoyo + Algy— = co (D)
Al _yy + Al_yo+ AT _y_ >c_
Y+ € Rg+ay0 € RUGay— € 7Rg_

e o dual de (D) é (P).

Teorema 9.1. Sejam A € RV*V b e RY, e c € RY. Considere os PLs

Maximizar c¢'z
(P)

sujeitoa Az <b
Minimizar b"y
sujeitoa ATy =5 (D)
yeRY
Entao:
(i) se x ey sdo solugdes viaveis de (P) e (D), respectivamente, entdo ¢’z < bTy, com igualdade se e somente
se y;(b— Ax); =0Vi e U
(ii) os valores 6timos de (P) e (D) sdo iguais se pelo menos um deles é vidvel
iii) se ambos (P) e (D) sao vidveis, ambos possuem solugoes dtimas
iv) se (P) é ilimitado, 3d € RV tal que Ad < 0ec'd >0 .. se z é vidvel em (P), entdo = + R, d é uma
semi-reta de solugdes vidveis com valor objetivo ilimitado. Uma afirmagao andloga pode ser feita se (D)
é ilimitado (Exercicio)

Exercicio 9.2. Enuncie o Theorem 9.1 para a forma mais geral de Programas Lineares e prove (i).

Corolario 9.3 (Teorema fundamental de Programagao Linear). Um Programa Linear é ou invidvel, ou tem
solugdo 6tima, ou é ilimitado.
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10. AuLA DE TERCA FEIRA, 18 DE SETEMBRO

Discussao sobre a Prova 1.

Geometria de Programas Lineares

Sejam z,y € RV (Onde V é um conjunto finito). O segmento de reta entre z e y é:

[T,y =z +[0,1](y—z)={z+ANy—x): A€ [0,1]} ={(1 =Nz + Ay : X €[0,1]}

Um subconjunto C' C RV é convexo se Va,y € C vale que [z,y] C C. Se {C;}icr é uma familia tal que
C; CRY é convexo Vi, entdo (;c; C; é convexo. (Exerciciol).

Exemplo: um semi-espaco (fechado) ¢ um conjunto da forma {z € R : aT2 < 8} para algum a € RV \ {0}
e f € R. Todo semi-espago é convexo (Exercicio!).

Um poliedro é uma interseccio finita de semi-epspacos, isto é, um conjunto da forma {z € RV : Az < b}
para alguma matriz A € RV*V e um vetor b € RY. Note que a regido vidvel de qualquer PL é um poliedro.

Seja {2 }ier uma familia finita de pontos em RY'. Uma combinagao linear Y-, ; a;2;; ¢ uma combinagio convexa
se os coeficientes {a; }iecr satisfazem o > 0e la =1

Exercicio 10.1. Seja S C RV um conjunto finito. Prove que o conjunto de todas as combinacdes convexas
de pontos de S é um conjunto convexo.

Seja S € RY. O fecho convexo (O “Menor” conjunto convexo que contém S ) de S, denotado por conv(S),
é a interseccdo de todos os subconjuntos convexos de RV que contém S.

Exercicio 10.2. Seja S C RV finito. Prova que conv(S) é o conunto descrito no Exercicio 10.1

Um conjunto da forma conv(S) para algum S C RY finito é um politopo.

Exemplo: Seja G = (V, E, ) um grafo. O politopo dos emparelhamentos de G é:

Pomp(G) == conv(lyr : M C E emparelhamento de G) C R”

Teorema 10.3. (Minkowski-Stanitz-Wegl) Seja P C RV Entéo:
P é um politopo <= P ¢é um poliedro limitado
P ser limitado significa 3M > 0 tq P C [-M, M]V.

Seja C C RY um conjunto convexo. Dizemos que € C' é um ponto extremo de C' se nao existem y, z € C
com {z,y,z}[ =3 e €[y, 2

Teorema 10.4. (Versdo fraca do teorema de Krein-Milman) Todo politopo é o fecho convexo de seus pontos
extremos.

Prova: Exercicio! (“Esse é facill” — Marcel) B

Teorema 10.5. Sejam P C RY um poliedro e ¢ € RV, tal que P é um politopo ou P C RK (Essas hipGteses
podem ser enfraquecidas)
Se o PL:

Max c¢'z
s.a x€P

Possui solugdo 6tima, entdao existe uma solucao 6tima que é um ponto extremo de P.
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Seja A € RV*V uma matriz. Qualquer matriz da forma A[S,T] := Alg,r com S CU e T CV é uma
submatriz de A. Se S C U = V (Nesse caso a matriz A é quadrada), abreviamos A[S] = A[S, S]. Tais
submatrizes sdo chamadas de submatrizes principais de A.

Teorema 10.6. Sejam A € RV*Y uma matriz, b € RY. SejaT € P := {x € RV : Az <b}. Entdo T é um
ponto extremo de P <= 35 C U tal que {7} = {z € RV : A[S,V]z = b[4}.
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11. AuLA DE QUINTA FEIRA, 20 DE SETEMBRO

Discussao do Teorema (10.6) da aula passada.
Um poliedro P C RV é racional se existem A € QU*Y e b€ QY tal que P = {z € RV : Az < b}.

Exercicio 11.1. Seja P C RV um poliedro e T € P Prove que
7 é um ponto extremo de P <= 3Jc € RV tal que {Z} = argmaz,cp ¢’z
Além disso, se P é racional, a afirmacdo continua verdadeira se exigirmos ¢ € ZV .

Um politopo é integral se todos os seus pontos extremos sao integrais. Um poliedro P C RK é integral se
todos os seus pontos extremos sdo integrais.

Teorema 11.2. Seja @ # P C RY um politopo racional, entdo P é integral <= VYw € ZY temos que
mazzep wa € Z.

Demonstragio. (=) Seja w € Z". Pelo teorema Fundamental da Programcao Linear,
Tem solugdo étima e existe soulgio 6tima T € X pelo (10.5). Logo, maz.ep wlz = wl'z € Z.

(<= ) Sejaz € X. Pelo (11.1), Jw € Z" tal que {T} = argmaz,ecp w’

escalar positvo de w tal que para todo (7,7) € (X \ {Z}) x V, vale que:

x. Seja w € Z¥ um multiplo

'z >wly+y, -7 (D)

Sabemos que tal W existe pois (X \ {Z}) x V é finito. Seja i € V. @ :=w + e;. Pelo (10.5) e (A), T é uma
solugdo 6tima para (Pw). Entdo 7; = vz —w 'z € Z
(]

Seja A € RV*V. Dizemos que A é totalmente unimodular (TUM) se VS C U, VT C V, |S| = |T| =
det(A[S,T]) € {0, +1}.

Teorema 11.3. (Hoffman-Kruskal) Seja A € ZY*Y uma matriz. Entdo Vb € ZY, o poliedro {z € RY : Az <
b} é integral <= A é (TUM).

Teorema 11.4. Seja G = (V, E, ¢) um grafo (U, W)-bipartido Entdo Bg é (TUM).

Demonstraggo. Sejam S CV e T C E tal que |S| = |T|, det(Bg[S,T]) ¢ {0,£1} e tal que |S| é minimo.
Entao |S| > 2. Se alguma coluna de Bg[S,T] é nula, entdo det(Bg[S,T]) = 0, contradicao.

Se alguma coluna de Bg[S,T] possui um tnico 1 e as deamis entradas sdo zero, entdo por expansao de
Laplace, para certos S' C S e T’ C T com |S'| = |T'| = |S| — 1 temos det(Bg[S,T]) € {£det(Bg[S’,T']} C
{0, +1}, contradigao.

Logo toda coluna de Bg[S, T] tem exatamente dois 1’s. Entdao Bg[S, T])T (1snv — Lsaw) = 0. Sabemos
isso pois G é bipartido e a indicidéncia de ambos os lados é igual. Portanto det(Bg[S,T]) = 0, contradicao.

([l
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12. AuLA DE TERCA FEIRA, 25 DE SETEMBRO
Corolario 12.1. Se G = (V, E, ) é (U,W)-bipartido, entéo:
Pepp(G) = {z € RY : Bgax < 1}

Demonstragdo.

(©) E evidente.

(D) Seja Q = {z € RY : Bz < 1}. Como @ C [0,1]¥, @ é um politopo pelo Teorema (10.3).

Portanto, pelo Teorema (10.4), @ = conv(X), em que X é o conjunto dos pontos extremos de Q.

Pelo Teorema (11.4), X C ZE e, portanto, X C {0,1}F. E trivial que se = € {0,1}¥ satisfaz Bgx < 1,

entdao = é vetor de incidéncia de um emparelhamente de G.
Logo, @ = conv(X) C conv({1ar : M C E € emparelhamento em G}) = Pepp(G). O

Seja D = (V, A, p) um digrafo. A matriz de incidéncia de D é a matriz Bp € {0,41}V*4 dada por:
Bp(v,a) :=[a € 6™ (v)] = [a € 6°YT(v)] V(v,a) € V x A

Exercicio 12.2. Seja D = (V, A, ¢) um digrafo. Prove que:

Bp = Z (e —eu)e)

ac€A
o(a)=uv

Seja W = (v, a1, v1, ..., ag, Vi) um passeio de r a s em D. Denote:

K
Tw = Zeai eRA

i=1

Temos:

K
Bp .xw = Z (ey —en)el . Zeai
i=1

a€A
p(a)=uv

K
= Z Z (ey — 6u)61 . €a;
=1

b= acA
p(a)=uv

K
= § (ev_eu)zevk — €yyg = €5 — Ep
=1

Sejam D = (V, A, ¢) um digrafo, r,s €V el: A—=R.
Considere o PL:
Minimizar Tz
sujeito a Bpr =es — e, (P)
S Rﬁ

Qualquer passeio W de r a s em D fornece uma solucio viavel zy, com valor objetivo ITzy = [(W). Seu
dual é:
Maximizar ys — v
sujeito a By <1 (D)
y €RYV

Exercicio 12.3. No contexto dos PLs (P) e (D) acima, prove que:
(1) Se ndo hé passeio de r a s em D e (D) é vidvel, entdao (D) é ilimitado.
(2) A regido vidvel de (P) é um poliedro integral.
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Observe que uma restri¢ao de (P) para v € V tem a forma:

el Bpr=[v=2s]—[v=r] < (6™ (v) —2(6°YT())=[v=s] — [v=r]
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13. AuLA DE QUINTA FEIRA, 27 DE SETEMBRO

Sejam D = (V, A, ¢) um grafo e r,s € V distintos.

Um (1,5)-fluxo em D é um vetor z € R% tal que Bp z € Ry (es — e).

O valor de um (r,s)-fluxo = é o real ® € R, tal que Bp x = ®(es — e;.).

Dado um vetor u € [0, +00]* de "capacidades", um (r,s)-fluxo é vidvel (com relagio a u) se x < u.

Problema do Fluxo Maximo

Dados: um digrafo D = (V, A, %), r,s € V distintos e u € [0, +-00]4
Resolva o PL:

Max W
s.a Bpx=Y(es —e,)
z € R4 (MFD,(r,5).u)

r<u,¥elRy

Problema do Fluxo de custo minimo

Dados: D = (V, A, %) um digrafo, r,s € V distintos, u € [0, +00]?, k € R4 (k de “kusto”), ¥ € R,
Resolva o PL:

Min kTx

s.a Bpr=UY(es; —e,
;Ij]é Rf ( ) (MCFD,(r,s),u,‘Il,k)
z<u

Seja D = (V, A, ) um digrafo, Para cada x € R4, denote excess, := Bpz € RY. Dizemos que z € Rj‘: é
um b-transporte se excess, = b. Um 0-transporte, é uma circulagao.
Problema do transporte capacitado

Dados: D = (V, A, %) um digrafo, b € RV, u € [0, +00]?, k € R4
Resolva o PL:

Min kTx

s.a Bpr=2b
o RA (T,b,uk)
r<u

Problema da circulacao de custo minimo

Dados: digrafo D = (V, A,%), | € [~00,+00)?, u € (—00,+00]?, k € R? (Queremos | < u se ndo é
invidvel).

Resolva o PL:

Min kTz

s.a Bpr=0
x]é RA (MCCp,uk)
[ <x<u

Encontrar uma solucao vidvel do (M CFp (; 4, w,) se reduz a encontrar uma solugao do (M Fp (, 5).4)-

Sabemos que (MCFp (y5).uw,) se reduz a (Tppux) € que (Tpp k) se reduz a (MCFp (6 uw.k)-

Também podemos perceber que (M Fp ;. 5).) € (MCFp (1) uw,k) se reduzem a (MCCp j k).

Exercicio: Reduzir (MCCp ) para (Ippur) (Veja que podemos reduzir (MCCp .. 1) para ele
mesmo com [ € R*4).
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14. AurLA DE TERCA FEIRA, 2 DE OUTUBRO

Vamos projetar um algoritmo para (MCCp ., ) com | € Rﬁ.

Para um par ordenado vw, denote vw! := vw e vw ™! = wo.

Seja D = (V, A,v) um digrafo. Defina Dt := (V, Ax {#1},4) onde ¥4 (a, B) := 1 (a)? ¥(a, B) € Ax{£1}.
Note que BD+ = [BD| - BD].

Seja W =< vy, (a1, 81),v1, ..., (ak, Br), vx > um passeio de r a s em DT. Denote:

k
Ty 1= Zﬁieai e R4

i=1

Temos também que (Lembrando que ele,, = [a = a;]):

k k
BD:EW = Z (ev - eu)ez1 Zﬂieai = Zﬂi(ev - eu) = Z(evi - evi_l) =€s — €Ep
=1 =1 L

a€A, vw:=1(a)

Sejam [ € Rﬁ e u € [0,400]4 tal que I < u. Seja x € Rf tal que I < x < u. Defina o subdigrafo gerador
D, de DT com cnjunto de arcos:

ADy) ={(a,+1):a€ A, x4 <ugtU{(a,-1):a€ A, I, <z4}
D, é chamado digrafo residual de D (com relagdo a I, z,u).
Proposicao 14.1. Seja D = (V, A, ) um digrafo e seja = € Rf uma circulagdo. Se x # 0, entdo existe um
circuito C' e D tal que A(C) C supp(x). Denote f : S — R, o suporte de f é supp(x) :={s € S : f(s) # 0}.

Demonstragao. Seja X := supp(zx) e seja P =< vy, a1,v1, ..., ak, vx > um caminho de comprimento méximo
em (V, X, 9],). Como = # 0, temos k > 1. Temos 0 < x(ay) < (5" (vg)) = (5% (vy)). Logo, existe um
arco a € 0°“(vg) com z, > 0. Seja w € V tal que ¥(a) = vyw, Entdao w € V(P). Pela escolha de P. Logo
(V, X,41,) contém um circuito. O
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15. AuLA DE QUINTA FEIRA, 4 DE OUTUBRO

Teorema 15.1. (Decomposicio de circulagdes) Sejam D = (V, A, 1)) um digrafo e z € R%. Seja C o conjunto
dos circuitos de D. Entdo: x ¢ uma circulagdo <= z € cone({14c): C € C}).

cone(S) :={>,cgass: a € R} Sendo S C RY finito. Combinagdes lineares do tipo contido no somatério
(i.e, coeficientes maiores ou iguais a 0) sio chamadas de combinagoes conicas.

Além disso, se x é integral, temos que x é uma circulagio < z € {3 ccaclac):a € N{}
Demonstragio. (<= ) Segue imediatamente de que se C' € C entao Bpl 4y = Bpro =0

(=) Seja a* uma solugdo 6tima para o PL:

Max 1T«
s.a «a¢€ Ri (P)
Yceccaclyoy <
Tome s := 2 — Y o ailae) > 0, note que s é circulagao.
suponha que s # 0, pela (14.1), sabemos que 3C € C tal que A(C) C supp(s). Tome € := min,ca(c)Sa,
entdo el 4cy < s. Portanto a* + ge. ¢ vidvel em (P) com valor objetivo 17a* +¢ > 17a* . Contradicéo.
Portanto s = 0. O

Teorema 15.2. Sejam D = (V, A %) um digrafo, I € [0,+00)?, u € [0, +o0]?4, k € RA. Seja z € R4
uma circulagao vidvel (i.e, I <z < u ) e seja C, o conjunto de circuitos D,. Defina k : A(D,) — R como
k(a,B) := Bk(a) ¥Y(a, B) € A(D,). Entdo z ndo é uma solucio 6tima de (MCCp ., x) < 3IC € C, tal
que ET]IA(C) < 0. Nesse caso, T := x + ex¢ é circulacio vidvel com k72 = kTx + EET]IA(C) < kTx onde
e :=min({ug — x4 : (a,+1) € A(C)}U{zgq — 1, : (a,—1) € A(C)}) > 0.

Demonstragigo. (<= ) Ultima linha do enunciado do teorema

(=) (Vamos usar a contrapositiva da (= )) : Seja y uma circulagdo vidvel. Entdo d := y — z é uma

— +
circulacgdo. Defina d € Rﬁ(D ) como:

d(a,1) :=maz{0,d,} Va € A

d(a,—1) := max{0, —d, }

Tome d := d| A(D,)» Dote que d >0 e d é obtido de d adicionando-se coordenadas nulas. Note que d é
circulagdo em D,. Logo, existe a € Rif tal que: d = ZCeCm acl gy pelo (15.1)

Temos que kTd = ETJ = ZCecm aCETILA(c), logo KTy > kTx O

Corolario 15.3. Sejam D = (V, A,+) um digrafo, | € [0, +00)4, u € [0,4+00]4 e k € RA. Suponha que [ é
integral e que cada coordenada finita de v é um inteiro. Se existe solugdo 6tima para (M CCp ., 1), entdo
existe uma solugao 6tima para (M CCp ;.,.1) que e integral

Demonstracao. Exercicio. O

Exercicio 15.4. Mostre como obter uma solugéo 6tima do dual de (MCCp . 1) & partir de um potencial
viavel para D,, se x é uma circulacao 6tima.
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16. AuLA DE TERCA FEIRA, 16 DE OUTUBRO

Exercicio 16.1. (Decomposi¢do em caminhos) Sejam D = (V, A, ) um digrafo, r, s € V distintos e = € R_‘?_.
Sejam C o conjunto de circuitos de D e P o conjunto dos caminhos de r a s em D. Prove que = é um
(r,8) — fluro <= x € cone({law): W € CUP}). Além disso, formule e prove um refinamento envolvendo
integralidade.

Exercicio 16.2. Sejam D = (V, A,¢) um digrafo, r,s € V distintos e u € [0,400]4. Seja = € Rﬁ um
(1, s)-fluxo viavel em (M Fp (. 5) ) entdo x é 6timo em (M Fp (. ),) <= r nao atinge s em D,

Corolario 16.3. (Teorema do fluxo maximo e corte minimo do Ford e Fulkerson) Sejam D = (V, A,v) um
digrafo r, s € V distintos e u € [0, —l—oo]A. Entdo o valor 6timo de (M Fp (,4),,) € igual ao valor 6timo de:

Min lléTom(R)u

s.a RCV .
. G_R (MinCutp (rs)u)
s¢R

Demonstragio. Seja R CV tal que r € Re s ¢ R. Tome S :=V \ R. Seja x viavel em (MI'p () ,) com
valor objetivo ¥. Entao:

BD.’,U = \I/(es - er) — ]].gBDx = \I/]].?Sj(eé - e,») = U = ]]'g:’“t(R)'r - ]].gln(R)x S ]l?,mt(R)u (*)

Logo valor étimo de (M Fp (.5).) é menor ou igual que o valor 6timo de (MinCutp (. ,).). E se

(MFp,(y.s).) ¢ ilimitado, temos ]lgo;,,(R)u = 400 para todo R C V' \ {s} com r € R.

Suponha entdo que z* é solucao 6tima para (MFp () ,). Tome R:={veV: r~p, v}eS:=V\R.
Temos r € R e s € S pelo (16.2). Se a € §°“'(R), entdo (a,+1) ¢ A(D,~) e portanto 7 = u,. Se a € §"*(R),
entdo (a,—1) ¢ A(Dy~) e portanto x; = 0. Logo por (*), U* = ]léTout(R)x* - ]lg;n(R)x* = ]léTout(R)u O

O Método Hungaro
Seja G = (V, E) um grafo (U, W)-bipartido e ¢ € R¥. O problema do emparelhamento perfeito de custo
minimo pode ser formulado como

Min Tz
s. a ]lg(v)x =1VYWweV (P)
z € RY
Temos que seu dual é:
Max 17y

S.a Yut+Yp <cCyy YVuv € E

folgas complementares:

Typ >0 = Yy + Yo = Cuo Yuv € E
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17. AuLA DE QUINTA FEIRA, 18 DE OUTUBRO

Teorema 17.1. (O método do htingaro) Sejam G = (V, E, 1) um grafo (U, W)-bipartido e ¢ € R¥. Para
qualquer solugao viavel y de:

Max 17y
s.a Bly<ec (D)
y € RY

Denote E=(y) :={f € E: e?Bgy =crteG=(y) = (V, E=(y), ¥ g=(y)) e para qualquer emparelhamento
M C E=(y), denote por D3;(y) a orientacdo de G=(y) com funcdo de incidéncia:

Ule) :={uw se Y(e) =uw, ueU, we Weeg¢ M
{wuse Yle) =uw, uelU, weWeee M
e tome Ry(y) == {v € V : Ju € U\ Vi, u ~p=(y v}. Sejam y vidvel em (D) e M C E=(y) um

emparelhamento, entdo vale exatamente uma das afirmagoes:

(i) Wn Ry (W) € Var e, para qualquer caminho P de U\ Vay a W\ Vi, M’ := MAE(P) é um
emparelhamento maior que M tal que M’ C E=(7)
(if) W N Ry () € Vs e temos
S :=UnN Ry (7)
T := Ng=(3)(S5), Sabemos que vale [S| > |T|

e para qualquer € € Ry := {a € R: o > 0} tal que

e <inf{c. — G, — Ty, : ¥(e) =uw, ue S, w¢T} )
o vetor §. :==7+&(lg — 17) é vidvel em (D) e satistaz M C E=(g.) e Ry, () 2 Ry ()
COM INCLUSAO ESTRITA SE (*) VALE COM IGUALDADE

Demonstracao. exercicio. (|

Problema do Circuito de custo médio minimo

Dados: um digrafo D = (V, A,¢),1: A > R

Resolva:
Minimizar Hlac
[A(C)] ( MMCCDJ)
s.a CeC(D)

Seja 6 € R. Entao & ¢ o menor ou igual que o valor 6timo de ( MMCCp; ) <= 1110y > 0|A(C)| VC €
C(D) <= (1-61)"14) > 0VC € C(D) <= D nao tem circuitos negativos com relagdo a | — 01 <=
JyeRy :1—61> BLy

Logo, o valor 6timo de ( MMCCp ;) é igual ao valor 6timo de:

Max o

s.a [—01>BLy
y€RY
0 eR

e para o valor 6timo 0* e qualquer soluc¢io 6tima C' € C de ( MMCCp, ), vale (I — 6*1)T1 4y = 0.
Para k € Ne v € V, defina como dg(v) o valor étimo de:

Min [Tz, ( MW )
s. a W é passeio em D com exatamente k arcos e que termina em v Dk

Note que:
dg(v)= {0se k=0
{infaeﬁm(v) e w(a):uv{dk—l(u) + Z(CL)} se k>0
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Teorema 17.2. (Karp) Seja D = (V, A, ) um digrafo e [ : A — R uma funcdo. Tome n := |V|. Entéo o
valor étimo de ( MMCCp ;) é igual a:

minvev{max{%zk(v)

1 ()
Dado que 0 < k <n e di(v) < 0o

Demonstragao. Podemos supor que di(v) < oo para todo k € N e todo v € V (exercicio). Seja 0* o valor
6timo de ( MMCCp ).

Suponha que o v atinge o minimo em (*). Seja W,, uma solugdo 6tima para (MWp , ). Entdo W, pode
ser decomposto num passeio Wy, com k < n arcos que termina em v e um circuito C' com n — k arcos. Logo,
dp(v) = T2y, =1y, + 17140y = di(v) + 6% (n — k)

Portanto sabemos que 0* < W. Agora vamos provar que §* > W.

Seja §* uma solugao étima para:

Max §

s.a [—01>BlLy
ye RV
JeR

Seja C =< vg,ay, vy, ..., as, vy > um circuito em D tal que (l—é*]l)T]lA(C) = 0. Defina também [ := (I—6*1).

Denote por ¢ a funcio d com I no lugar de [. Como todo circuito tem custo maior ou igual a 0 com relacao
al, minTeNJT(vo) é atingido por algum r* tal que 0 < r* < n. Adicionando-se cépias de C ao fim de um
passeio 6timo que termina em vy, podemos supor que n —t < r* < n. Tome v := v,, — r* e decompondo C
em passeios:

P :=<wg,ay,v1,...,0p_r > passeio de vg a v com n — r* arcos

Q ‘=< Up_p=,...,as,v; > passeio de v a vy com t — (n —r*) arcos
Entao cin(v) < czr*(vo) + iT]lA(P) e para todo k € {0,...,n — 1}, sabemos que:

d(v) + 17 14Q) = dit(t—(n—r+)) (V0) = dye (v0) > di(v) = "L a(py

Portanto sabemos que d, (v) — dy(v) < l~T]lA(C) =0, o que nos diz que d,,(v) — di(v) < 6*(n — k) como
queriamos concluir. O
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18. AuLA DE TERCA FEIRA, 23 DE OUTUBRO

Teorema 18.1. (Goldberg e Tarjan, 1988) Sejam D = (V, A, ¢) um digrafo, [ € Rﬁ, u € [0, +o00]? tal que
I <uekecRA Definak:Ax{+1} — R como k(a, ) := Bk(a) V(a, ) € A x {£1}. Seja T € N e sejam
Zo, ...,y circulagoes vidveis (isto é, | < z; < u Vt ) com as seguintes propriedades:

Para cada t € {0,...,T — 1}, denote por C; o conjunto de circuitos de D,, e suponha que, para alguma
solucdo 6tima Cy de:

TAC) ( MMCC,)

Com o valor objetivo negativo, temos ;41 = 2+ + €,x¢, onde £, > 0 é maximo tal que | < z;11 < u.
Entdo, para n := |V| e m := |A|, temos T' < 4nm?[In(n)].

Demonstraggo. Para cada t € {0,...,T — 1}, denote D; := D,, e A, := A(D;) e seja (y¢, ;) uma solugdo
6tima de:

Min ¢

s. a E[AtJré]lZBgty /
y € RY (MMCCY)
jeR

de modo que ET]lA(Ct) = —0|A(Cy)| e k] 4, + 6:1 > BE, w

(i) 0441 < & para todo t € {0,...,T — 1}

Seja t € {0,...,T—1}, temos A;11 C At U{(a,—p) : (a,B) € A(Cy)} e E[At —Bgt:yt > —4;1, com igualdade
em todo componente de A(CY)

Se (CL7 iﬂ) € At+1 e (a,ﬂ) € A(Ct) B

entdo (kl4,,, — Bgtﬂyt)(a, —B) = (kI 4, — BLyi)(a, 8) = 6; > 0> =4

portanto (y, d;) é vidvel em (MMCCY, ).

(ii) se t € N tal que t + m < T, entdo dy4m < (1 — 1)8, . Seja t € N como em (ii), Defina:

Et = E — Bg+yt
kila, > —6,1

Existe um arco (a, 3) em um dos circuitos C, ..., Cy1m—1 tal que k¢(a,8) > 0. Caso contrario, cada A,
¢ obtido a partir de A, removendo-se algum arco de k;-custo negativo e adicionando-se apenas arcos de
k¢-custo positivo: 7 7

Se (a,) é um arco de v a w em A(C;) tal que 0 > ki(a, 8) = k(a, 8) — ea,ﬁ)Bngyt entdo o arco (a,—pf)
de w a v adicionado a A, satisfaz:

Et(av _5) = _Et(avﬁ) >0
Logo, (yt,0) é viavel em (MMCCY,,,) (contradicdo, pois 6y, > 0)

Seja 7 € {t,...,t + m — 1} minimo tal que 3(a, B) € A(Cr) tal que k¢(@,3) > 0. Como 7 é minimo, todo
arco (a,3) de A(C;) com k¢(a, ) < 0 estd em A; e portanto k¢(a, ) > —d;

—T —T
k' Lac,) =k, Lace,) +yi (Bp+lac,)) = (JA(CH)| — 1)(=6:)
e, portanto podemos concluir:
—T
1
ACr) 1 1

T = e =

5t+m S 57’ —

Logo temos que (ii) vale.
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(iii) Para At :=2nm[ln(n)], temos di1ar < §;/2n para todo t € N tal que t + At < T
Temos por (ii) que:
1

1 1
Sppar < (1— =)2linms, < g=2nn)g, — —6, < —§
trae < ( n) t > € t= 20t =50

(iv) Para cada t € N tal que f :=t + At < T, existe (@, 3) € A(C;) tal que, para todo t + At < 7 < T,
temos (a, 8) ¢ A(C,)

Defina k7 := k — BT, y;. Temos EgTILA(Ct) = ETILA(Q) = —&;|A(Cy)|. Portanto existe (a,3) € A(C;) tal
que:

E{(E,B) < —5,5 < —2715{ (*)
Suponha que existe 7 € N tal que t < 7 < T tal que z,(a) # z3(a). Logo temos que:

(¥) = kg(@ ) < —2nd; < =0 = (a,p) ¢ A5
Suponha § =1 ( O outro caso é andlogo ), portanto z,(@) < u(@) . Pelo teorema de decomposicdo de

circulagdes (15.1) aplicado a 27 — 2, temos que A, possui um circuito C € C; tal que (a, 3) € A(C) (Analise o
suporte de x7— ) e {(a, =) : (a, B) € A(C)} C Az temos também que kz(@, —B > —d07 V(a,8) € A(C) >

kz(a,B) < &7. Portanto sabemos que:

—T - — = =T
k' Lac) = kilae) = ki@, B) + by (Lac) — ez 7)) < (=2n+ [A(C)] - 1)67 < =6-|A(C)]

portanto temos que

—T
klaoy _ 5 K Llao
|A(C) T JAO)
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19. AuLA DE TERCA FEIRA, 30 DE OUTUBRO

Discussao sobre a prova 2 e duvidas

[git] e (None) e (None) e (None)
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20. AuLA DE QUINTA FEIRA, 1 DE NOVEMBRO

Término do (17.2) e (18.1).
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21. AurLA DE TERCA FEIRA, 6 DE NOVEMBRO

Um grafo G é hipo-emparelhdvel se G possui vertices e, para cada v € V(G), o grafo G — v tem um
emparelhamento perfeito. Cada tal emparelhamento é um emparelhamento quase-perfeito de G.

Lembre-se que um vértice v de um grafo G é essencial (em G) se v(G —v) < v(G) | Isto é, todo
emparelhamento méximo de G cobre v |.

Lema 21.1. Seja G = (V, E, ) um grafo sem vertices essenciais, defina uma relagdo ~ sobre V' como u ~ v
se u = v ou ( u # v e nenhum emparelhamento maximo de G expode ambos u e v). Entdo ~ é uma relagio
de equivaléncia.

Demonstracao. Questao 4 da P1. O

Lema 21.2. (Lema de Gallai) Seja G = (V, E, ¢) um grafo conexo. Se G ndo tem vertices essenciais entao
G é hipo-emparelhavel.

Demonstragao. Defina a relagdo ~ como no (21.1). Por tal lema, ~ é uma relagao de equivaléncia. Note que,
se u,v € V sdo adjacentes, entdo u ~ v : se algum emparelhamento M expoe ambos u e v, entdao M U {e},
onde e € E com ¢(e) = uv, é um emparelhamento e portanto M néo é maximo. Como G é conexo ~ tem
uma tnica classe de equivalencia V. Seja u € V', como u ndo é essencial, existe um emparelhamento méaximo
que expoe u. Sejav € V, com v # u. Entdo u ~ v e portanto M néo expoe v. Logo, V' \ {u} C Vi, e portanto
VA A{u} =V |

Denote O(G) := conjunto de componentes de G com ntmero impar de vértices. Sendo G = (V, E, ) e

odd(G) :=0(Q)|.

Teorema 21.3. (Férmula de Tutte-Berge) Se G é um grafo, entdo:

U(G) = minscyie([ IV(G)| - (0dd(G ~ 5) ~18]) )

Demonstragio. Seja G = (V, E, @) e n := |V|. Vamos provar as duas desigualdades > e <.

(<). Seja M C E um emaprelhamento e S C V defina O’ :={C € O(G—-S5): V(C)CVy}. SeC e e
U :=V(C), entdo ég(U) N M # & (exercicio: prove!) e portanto algum vértice de C' estd emparelhado por
M a algum vértice de S. Portanto existe uma injegdo 7 : O’ — S. Como cada elemento de O(G — S) \ O’
tem algum vértice exposto por M, temos |V \ V| > |O(G — S)\ O’| = odd(G — S) — |O’| > odd(G — S) —|S5].
Portanto n — 2|M| > odd(G — S) — | 5]

(>). Seja S C V maximal tal que v(G — S) = v(G) — |S|, um tal S existe S = @ é uma possibilidade.

Afirmacdo: todo vértice de G — S é nao essencial em G — S.

prova: Se u € V(G — S) é essencial (em G — S) entdo v(G—S —u)=v(G-S)-1=v(G)—|S]—-1=
v(G) — |S U{u}|. Logo a afirmagéo vale.

Seja C o conjunto dos componentes de G — S, entdo:

O v(G-29)= chc v(C)
@ para cada C € C, todo vertice de C' é ndo essencial em C.
Pelo lema de Gallai, todo C' € C é hipo-emparelhavel. Logo:

U@) = |S] + (G~ S) =S|+ 3 v(C) =S| + % S (ve)-1) = %(n 15| - 0dd(G — S))
ceC CcecC
O

Corolario 21.4. (Teorema do emparelhamento de Tutte) Um grafo G tem emparelhamento perfeito <=

VS C V(G), vale odd(G — 5) < |S|
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22. AuLA DE QUINTA FEIRA, 8 DE NOVEMBRO

Alguns resultados e defini¢des da aula a seguir foram refeitos na aula 23. Os resultados e definigbes que
podem ser desconsiderados estdo indicados com (DEPRECATED).

Seja G = (V, E, ¢) um grafo. Para S CV, denote Ng(S) := {v € V : v tem vizinho em S}
Defina também (DEPRECATED):

D(GQ) ={veV:v(G-v)=v(G)}
A(G) := Na(D(G))
C(G) =V \(D(G)UAG))

Exercicio 22.1. Seja G = (V, E,¢) um grafo, M C E um emparelhamento e S C V. Entao |V \ Vi| >
odd(G — S) — |S|, e se vale igualdade entdo M é maximo e todo vértice de S é essencial em G e todo vértice
de um componente par de G — S é essencial em G.

“Facam esse exercicio” - Marcel

Lema 22.2. Seja G = (V, E,¢) um grafo e M C E um emparelhamento. Defina um digrafo D = (V, A, ¢)
tomando:

o ) ’UGVMaeva(S(U)7
A'{(6’v7f)'{6¢Mnéoéla§oef€M }

e, para cada a = (e,v, f) € A, tome ¥ (a) := uw onde u é o unico elemento de p(e) \ {v} e w:= M(v) (Se
M é emparelhamento e v € Vi, denote por M (v) o tnico vértice u para o qual existe e € M com ¢(e) = uv).

Redefinicdo de caminhos M-alternantes

Tome X := V' \ Vi, Veyen := {v € V' : existe passeio M-alt de comprimento par de X até v} e Vyqq :=
{v € V: existe passeio M-alt de comprimento impar de X até v}

Entdo (DEPRECATED):

@‘/even:{rUGV:XWD’U}

@ Se X N Vyoga = &, entéo Vogq = {M(v) : v € Vg, X ~p v}, [Veven| = |Voad| + X, €, se existe caminho
M-alternante de comprimento par de X até v € V, entdo v € D(G).

Seja G = (V, E, p) um grafo e M C E um emparelhamento e W =< v0,el,v1, ..., e;,v; > um passeio M-
alternante e G com vy ¢ V. Dizemos que W é uma M-flor se [ é impar, vy, ..., v;—1, sdo distintos 2 a 2 e v; = v;
para algum ¢ par. Nesse caso, B := {v;, ..., 11} ¢ 0 M-blossom associado a W e M\B := {e € M : p(e) € B})
6 um emparelhamento em G \ B de tamanho |M| — [1|B]].

Lema 22.3. Seja G = (V,E,¢) um grafo, M C E um emparelhamento. Tome X := V \ V). Seja
W =< v0,el,vl,...,e;, v; > um passeio M-alternante de X a X e comprimento positivo minimo. Entao ou
W é M-aumentador ou v0, el,vl, ..., eg, v é uma M-flor para algum k < [.

Demonstracao. Exercicio O

Teorema 22.4. (Algoritmo Blossom de Edmonds - DEPRECATED) Seja G = (V, E, ) um grafoe M C F
emparelhamento. Tome X := V' \ Vj, defina Vyen € Vogq como no (22.2). Exatamente uma das alternativas
abaixo vale:

@ 3 caminho M-aumentador P em G e portanto MAE(P) é emparelhamento em G maior que M.

@ N&o existe passeio M-alternante de X a X de comprimento positivo, M é maximo e Ng(Veyen) = Vodd,
também sabemos que O(G — V,qq) = {G[{v}] : v € Veyen} € 0dd(G — Voad) = |Veven| = |Vodal + | X|. Além
disso D(G) = Veyen € A(G) = Voua

@@ IM-flor W em G com M-blossom B e 3 emparelhamento N em G/B com |N| > |M/B], e sendo v um
vértice arbitrario de B se B ¢ Viy ou o tnico elemento de p(e) N B se B € Viy e e € N N g p(B), entao
para algum emparelhamento perfeito N,, de G[B] — v, o emparelhamento N U N,, em G e maior que M.

® IM-flor W em G com M-blossom B, N := M/B é méximo em H := G/B, B € D(H) e D(G) =
(D(H)\{B})UB e A(G) = A(H) =: T satistaz |V(H)\Vn| = odd(H-T)—|T| = odd(G—T)—|T| = |V\ V]
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23. AuLA DE QUINTA FEIRA, 22 DE NOVEMBRO

Seja G = (V, E, ) um grafo. Seja @ # S C V, defina o grafo G/S := (U, E, ) onde U := (V\ S)U {s} e
SS se p(e) C S
Ple) == {ple) sep(e)NS =2
uS seple)=uv com u¢g Seves

Teorema 23.1. (Algoritmo Blossom de Edmonds ’65 - Segunda vez) Seja G = (V, E, ¢) um grafoe M C E
um emparelhamento em G. Tome X := V' \ Vj;. Entdo vale pelo menos uma das afirmagoes abaixo:

@ Nao existe passeio M-alternante de X para X de comprimento positivo, M é emparelhamento méximo
em G e temos que Ng(Veyen) = Vodd € Veven N Voda = &. Além disso cada componente de G — V44 é par
ou tem exatamente um vértice de Veyen, portanto odd(G — Voad) = |Veven| € [Veven| = |X| + |Voda|. Logo
20M| = [Vas| = [V = |X| = V] = (0dd(G — Voua) — |Voual).

{0 Existe um caminho M-aumentador P em G e portanto M AFE(P) é um emparelhamento maior que M.

i)’ Existe uma M-flor W em G com M-blossom B, existe um emparelhamento N em G/B maior que M/B
e definindo como v um vértice arbitrrio de B se B ¢ Vi ou o tnico vértice de ¢(e) N B se e € N Ndg/p(B),
entdo para um emparelhamento perfeito N, de G[B] — v, o conjunto N U N,, é um emparelhamento em G
maior que M.

¥} Existe uma M-flor W em G com M-bolossom B, entdo o emparelhamento N := M/B é maximo
em H:=G/Be,seT CV(H) étal que: [N| =2|Vy|=|V(H)|— (odd(H —T)—|T|) eentdo B¢ T e
[M| =2[Va| = [V] = (odd(G = T) — |T).
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24. AuLA DE TERCA FEIRA, 27 DE NOVEMBRO
Ppyps :=conv{ly : M C E e é emparelhamento perfeito de G}

Teorema 24.1. (Edmonds) Se G = (V, E) é um grafo sem lagos, entdo:

]l(;T(U)x: 1 YveV

Ppy(G) =2 e RE
() * {]lg(c)le VC C V |C| impar

O segundo lado da igualdade é chamado de P(G).

Demonstragao. (C): “Fécil”

(2): Seja G = (V, E) um grafo para o qual a igualdade é falsa e tal que |V| 4+ |E| é minimo. Seja T um
ponto extremo de P(G). Entédo |V| é par.

Se T, = e para algum e € E, entdo G' := G —e e ' =T[ gy € P(G') = Ppu(G') e portanto existe um
conjunto M de emparelhamentos perfeitos de G’ e A: M — Ry com 17X =1 tal que 2’ = >, ,c Ao e
portanto T = ), v Al € Ppy(G)

Se T, = 1 para alguma outra aresta e = uv € E...

Suponha que Z, € (0,1) Ve € E. Entao todo vértice tem grau maior igual que 2 e portanto |E| > |V] e
se |Ele|V|, entdo todo vértice de G tem grau 2. Portanto todo componente de G é circuito par e portanto
T € Ppy(G). Suponha de agora em diante que |E| > |V|]. Como T ¢ a solugdo dnica de um subsistema Az’
do sistema Az < b que define P'(G), T satisfaz pelo menos uma restri¢do da forma ]lgj(c)ac > 1 com igualdade
para algum C' C V impar tal que 3 < |C| < |V|— 3.

Sejam G’ := (G — E[C])/C e G" := (G — E[C])/C para C := V \ C. Tome &’ :=T| g e & = T| g

Temos 2’ € P(G’) e 2 € P(G"). Logo, existem conjuntos de emparelhamentos perfeitos /\/l’ de G e
M" de G”, bem como X : M - Ry e X' : M” — Ry com 17N = 17N =1ead’ =3 ,c00 Nylu e

= ZNEM” AR N

Temos que T € QF e portanto 2/ € QFE) e 2 € QFE") ¢ podemos supor que N : M’ — Q4 e

NV AN Q4

Logo, podemos supor que:

.CE ‘N’ Z]lMex NN Z]].N

MeN" NeN"
e [N = |N"]. Seja e € 6q(C). Entao {M e N':ee€ M} = |N|a, = |N"|z) = |{N e N : e € N}|
Assim existe uma bijecdo 1 : N7 — N tal que para todo M € N, M e n(M) tem exatamente uma aresta
em comum e portanto M Un(M ) é emparelhamento perfeito de G. Entao T = ﬁ > oven Lugny € Peu(G)

portanto P(G) C Ppy(G). Contradigio. O
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25. AuLA DE TERCA FEIRA, 04 DE DEZEMBRO
Problema da Arvore Geradora (AG) de Peso Méximo.
Dados: um grafo G = (V, E) e pesos w : E — R
Resolva:
Max wTly4
s.a ACE (AGM)
(V,A) é AG de G
Defina Py (G) := conv{la : AC E,(V,A) é AG de G}
Teorema 25.1. (Edmonds) Se G = (V, E) é um grafo sem lagos, entao:
142 <n-k(A) VACE
Pag(G)={zeRE . { A" = - =:
a6(G) ={z € RY {lTxnl p=@Q
onde n:=|V| e, VA C E, k(A) é o niimero de componentes de (V, A).
Demonstragao. ' C' : Seja B C E tal que (V, B) é AG.
Seja A C E, sejam C1, ..., Cy;(4) 0s ( conjuntos de vértices ) dos componentes de (V, A). Temos:
r(A) r(A)
ilp =) [BNAG] <) (ICi|-1)=n—r(A)
i=1 i=1
Exercicio: Complete a prova de ' C'.
"D’ : Vamos provar que, Vw : £ — R, o PL:
Max wlz
s.a 14z <n—k(A)
1Te=n-1 (P)

xeRf

tem como solugdo 6tima 15, onde B é solugao 6tima para (AGM). Logo todo ponto extremo de @ tem
essa forma. O dual de (P) é:

Min 37, cpya(n —£(A))

s.a ya>0 VACE
yp €R (D)
ZAQE:eeA ya > we Ve € E

Rotule as arestas como ey, ..., e, de modo que we, > ... > w,,,. Defina Fj := & e para i de 1 a m:

[ F;_1U{e;} se as pontas de e; estdo em componentes distintos de (V, F;_1)
i F;_1 caso contrario

FATO: Paratodo i € {0, ...,m}, os componentes de (V, F;) sdo os mesmos que os componentes (V, {eq, ...,e;} =
E;) Prova do fato: Exercicio.

Tome B := F,,. Defina 7 : P(E) — R sendo que P(E) e o “power set” de E.
We, — We,,, se A= E; com i€ [m — 1]

Ya = We,, Se A=F

0 caso contrario
Vamos mostrar que T := 1 é vidvel em (P), 7 é vidvel em (D) e satisfazem folgas complementares.

Viabilidade de Z: pelo FATO, (V, B) é conexo e, por construgao, é aciclico, de modo que T é vidvel em
(P) pela parte " C’.
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Viabilidade de 7: Seja e € E. Seja i € [m] tal que e = e;, Entao:

m
> Ta=)_Um =we, = w,
j=1

ACE:e;€A
Além disso, Jp, > 0 Vi € [m — 1]. Logo, ¥ é viavel em (D).

Folgas complementares: Todas as restricdes ) 4 p..ca YA > We sdo satisfeitas com igualdade.

Resta mostrar que, se 4 > 0 para algum A C E, entdo 147 = n — k(A). Para tal A, temos A = E; para
algum ¢ € [m — 1]. Entéo:

14z = 1%, 15 = |E;N B| = |Fj| = n— k(E;) =n — k(A)
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APENDICE A. NOTAQAO

]
Ry

arg min f(x)
zeX

= {1,...,n} paracadan €N
= {z €R: x>0}, oconjunto dos reais ndo negativos

{z*e X : Ve e X, f(z*) < f(x)}

AAB = (A\B)U(B\A), a diferenca simétrica entre conjuntos A e B
1 := o vetor formado sé por 1’s no espago apropriado
1 se P é verdadeiro
[P] = L. , sendo P um predicado (Notagao de Iverson)
0 caso contrario
APENDICE B. PRODUTOS NOTAVEIS
1LBp = 4"(S) — §°%(S) para todo S C V
Bpleg = 0 se C éum circuito
Bplp = (es—e,) se P éum passeio de r a s
Bp D acales — eq)el Sendo uv = ¢(a)
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